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M1a-13

Matematika
Fakulta strojnf, VT v Praze
Prijimacf zkousky do navazujfefho magisterského stdia (2012)
Aplikovanud matematikn, verze I3
1./ [10 bodu] Je déna funkee f(x) = In(3r + 1) — 12,
4o Tunkor v Lo [xo. f{zo)l. jo-li 7o = 0.

a) Vypotitejte derivaed této funkes, Napiate rovnicl teeny ke orafu U
h) Napiste Tsvloruy polvnom Ta(x) stupne 2 o stredu xrg =0 zacland funkee

hadnotu f(z) pro == 1/3 (ve tvaru zlomku v zékladnim tvaru).
o Lagrangeay tvar zhytkn Ra(z).

~etu hodnoty £(1/3) z wlohy

f. Pornocel Talx) uréete ptiblizne

¢ Vypocitejte derivaci tretfho rédu dané funkee Napis b). Vsldek aved'to

Damoei R (1/3) odhadnote velikost chyly pribliznéhe YyP
ve tvarn zlomku v zdkladnim tvam.

" i 3
Resend: a) fiiz) =

= —2r. tofpai w= 3x
Ir+1

b) Ta(x) = 3x — 1_01 2. f(1/3) =718

54 0 i
N 2% ¢leaf mezixpa x. |Ra(1/3) £1/3.
Ry(2) s ¢ ezl 7o |Rs(1/3)] <1/

{3r4+1)3
2. []0 Iﬁde ll] 2
u
Naertnete kladne crientovancu ktivku € = {[x.4] € E2: 2% + e 1}.
a) Napiste tvrzen! Greenovy vity. Pomect tolicto vztahu vypotitejte cirkulaci vektorového pole f=(3z—u. ) m
po dané orientované krivee € (1. kivkewy’ inregral :f 7 - ds).
C

b) Tente krivkovy integrdl vypetitejte p tinym vypoctem, tj. pomoci parametrizace dané ktivky &

Resenf: &) Cirkulace ¢ J-ds= S S 2dzdy =47

F 23 -
b) Parametrizace: r = cost, ¥ = 2sint, 2 & {0, 2mY. Cirkulace f f-d§= [§ *(2 — 3sint cost)d: = 4.

g - -1 -1 -
@ [10 Lodi] Je ddna linedrui soustava A= ( s 1 ) X.
a) Vypoejtajte viastni eisla a vlastni vektory matice A téro soustavy (pro kentrolu: vlastnf eiala jsou Ay o = £24).

X

D) Urcote fundamentdlnf systém fesenf a naplste cbecné tesoni danéd scustavy.

¢) Urcete bod rovnovéhy a jehior typ. Popiste (slovne) tvar [dzovy'eh trajektorii. (Z/ wf\‘?
_«\

Reseni: &) Xlastni eisla: Ay 2 31, pro Ay jsou viastni vektory Xy =t (-2,143if7,t € C.t #0.
A . T S —2cos 3t _ —9sin 3t
b) FundamentdIni systém: &by (¥) = ( cos 31 — 3ain st ) . balt) = ( 3083t + N3t

¢} Bod rovnovily je [0.0], jo to jeding tesoni soustavy AX = O. Je wypu stred. Fzové trajektarie jsou

Obocnd fedent: X(1) =Cy by (t) + C2 bo(t).t £ B,

nzaveend kfivky (elipsy) se stredem v bodd rovnevdhy.
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Aplikovand matematika, vijsledky
3,00). Tim

. - ey b ) _ [
@Dall}‘ interval je uzavieny a omezeny. Dand funkce je v néin spojita, ncbot I € D(f) = (
Je zarugena existence nejvétsi i nejmensi hodnoty dané funkce v daném intervalu. .
< R s . N P —_—
Ve vsech vnitinich bodech daného intervalu mé funkee f derivaci f'(z) = vV2z +3 + 5o 1 3
Rovnice f'(z) = 0 m4 jediny kofen z = —1. Spolu s krajnimi body intervalu I tak mame pouze tri bOdYa,V}el
kterych dan4 funkce mize nabyvat absolutnich extrémi. Tyto pak uréime z funkénich hodnot v uvedenyc

bodech.
Zaver: V daném intervalu je max f = f(1) = v/5, min f = f(—1) = —1.
= 3 3
4 tetna: y = = x, b) Ta(z) = 2%~ 2z°,

2 1
Deri ") = L M) —
(2)a) Derivace f'(z) el 2 f(z) o T 1) 5
16 933, £ lezi mezi x9o =0 a x,

f(1/2) =Ta(1/2) = 1/4, f"(z) = Rk R3(z) = 326+ 18

|B3(1/2) = |£(1/2) — Ta(1/2)| < 1/3.
3. a) det(A — AE) = (=2 — A)(A\2 — 2A + 10), vlastni &slo \; = —2, dvé komplexn{ vlastn{ &isla:

Az,3 =1+ 3i, p(A) = /10; pro A; jsou vlastni vektory X = p(0,0,1)T, p € R,p # 0.
4. a) a b) viz [2], fedeny pifklad 557: Pfi parametrizaci z = 4 — z2 — _y)z, kde [z,y] € B:z?+y*> < 4
je kolmy vektor 7 = (2z, 2y, 1). Hledany tok, tj. plosny integral fo ? - dp je pak dan hodnotou dvojného

integrilu

W5 (v, =z, 2)-(2z, 2y, 1) de dy= {5 (4—2*—y?) dz dy. Ten vypocteme pomoci polarnich soufadnic s vysledkem

8 . Pozndmka: Cely vypocet lze piipadné provést parametrizaci dané plochy pomoci cylindrickych soufadnic.

c) K ij}lc))étu Ize uzit Gaussovu vétu, jejiz pfedpoklady jsou splnény. Potom hledany tok, tj. plosny integral

I ? -dp je roven trojnému integrélu [[f,, dzdydz, nebot div ? = 1. Vysledek 8 7 muZe byt ziskan téz
. R . , . T . . - -

bez Gaussovy véty, tj. vypoctem integralu [f ? - dp jako souétu fo ? -dp+ [[p ? -dp=87+0=28m,

kde plocha P : 2% +y? < 4,z = 0, tj. kruh v roviné z = 0.

5. viz [3], FeSeny piiklad 2.14: a) Fundamentaln{ systém tvofi funkee oy (t) = €2 cost, g (t) = e sint.
Obecné feseni homogenni rovnice je zp(t) = C; e?* cost+Cye? sin t,t € R. b) Odhad partikuldrniho feSeni
je z, = Ae® + Bcost+Csint. Partikularni fedeni je potom z,(t) = e + = cost — = sin t. c¢) Obecné Feseni
z(t) = z1(t) + z,(t),t € R. 8 :

6. viz [3], feSeny piiklad 4.5: a) Jacobiova matice je spojita v E,.

93 2 y3
-5 =CCeR, z°(y+1)— = =1, c)[0,0], 11, -1], (-1, -1].

b) z*(y + 1) = :
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Aplikovand matematika

@ Zdivodnéte existenci a naleznéte absolutni extrémy funkee f : f(z) = z /22 + 3 v intervalu
I=(-31) (t]. stanovte polohu extrému, jejich typ a hodnotu).
@ Je ddna funkee f(z) =In(2z + 1) — =

a) Vypotitejte 1. a 2. derivaci této funkce. Napiste rovnici teény ke grafu této funkce v bodé [zo, f (zo)],
je-li zg = 0.

b) Napiste Tayloriiv polynom T>(zx) stupné 2 o stiedu o = 0 zadané funkce f. Pomoci T2(z) urete
Priblizng hodnotu f(z) pro z = 1/2.

¢) Napiste Lagrangeiiv tvar zbytku R3(z). Pomoci R3(1/2) odhadnéte velikost chyby pfiblizného vypoctu
hodnoty f(1/2) z tlohy b).

3, 1, 0
@ a) Urcete vlastni &isla matice 4 = -13, -1, 0
4, =8, =2

b) Uréete spektraln{ polomér p(A), tj. nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich &isel matice A.

4. a) Natrtnéte plochu Q = {[z,y,2] € E3; z=4—2%—y?% z > 0}. Navrhnétec jej{ parametrizaci a napiste
vektor kolmy k plose Q pfi této parametrizaci.

b) Vypoéitejte tok vektorového pole f = (y,—z,2) plochou Q orientovanou normalovym vektorem,
ktery svird s vektorem k = (0,0, 1) ostry dhel.

¢) Vypotitejte tok tohoto vektorového pole f plochou o, kterd je vné orientovanym povrchem télesa

M ={[z,y,2] € B3; 0<2<4-2?—y?}. (K vipoitu lze pouzit Gaussovu—Ostrogradského vétu).

@a)mmnentélni systém a napiste obecné feseni homogenni diferencidlni rovnice 2. fadu
Z—4z + 5z = 0.

b) Uzitim metody odhadu napiste tvar partikuldrniho Fesen{ nehomogenni rovnice @ ¥
]

I — 4% + 5z = % + cost. Partikuldrni feSen{ urcete.

¢) Zvolte jedno z vlastnich &isel. Napiste soustavu rovnic pro vypocet vlastnich vektoru a ty pak urcete. ‘/

c) Napiste obecné feSeni nehomogenni rovnice z iilohy b).

6.  Je dina autonomni soustava & = z? — y?, § = —2z(y + 1).
a) Ukazte, ze kazdym bodem fazové roviny prochazi pravé jedna fazové trajektorie této soustavy.
b) Urcete implicitni tvar fazovych trajektorii dané soustavy. Napiste rovnici fizové trajektorie, kterd m E
prochdzi bodem M = [1,0].

¢) Uréete viechny body rovnovéhy zadané soustavy.

Dalsi podobné tilohy Ize nalézt napt. v nasledujicich textech:

(1] S. Kra¢mar, F. Mraz, J. Neustupa: Sbirka piikladd z Matematiky I. Skriptum. Ceské technika -
nakladatelstvi CVUT, Praha 2013.

[2] E. Brozikové, M. Kittlerova: Sbirka feSenych piikladii z Matematiky II. Skriptum Strojni fakulty.
Vydavatelstvi CVUT, Praha 2007.

[3] S. Cipera: Resené priklady z Matematiky III. Skriptum Strojni fakulty. Vydavatelstvi CVUT, Praha
2008.
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Aplikovand matematika

Fakulta strojnf, CVUT v Praze
Prijfmacf zkousky do navazujfefho magisterského studia (2015)
Aplikovand matematika

‘ [10 bodii] Je ddna funkee f(r)=2-vTr—-1-1.
a) Urecte definienf obor D(f). Napiste rovnici teeny ke grafu této funkee v bode [xo, f(za)}:
je-li ;g = 5. Uzitfm rovnice teeny uréete priblizne hodnotu f(z) pro x = 11/2 (ve tvaru
zlomku ).

b) Zdiivodnote existenei absolutnich extrémii zadané funkeo na intervalu f = (1,6).
Ureete tyto absolutnf extrémy (tj. stanovte polohu extrémi, jejich typ a hodnotu).

Resenf: a) D(f) = (1, 00), toena:y = —%:«k %. f(11/2) = —5/4.

b) Zadan4 fee je spojitd na daném intervalu, kter§ je omezeny a uzavreny.
max f = f(2) =0, minf=f(6)=2-v5—-6."

3, 5 2
/@ [10 bodii] a) Ureete viastnf efsla matice 4 = (-1, 5, 3) .
0, 0, 2

b) Zvolte jedno z vlastnieh efsel a napiste odpovidajfef soustava rovnie pro viposet vlastnfch
vektorii. Vlastnf vektory pak uréete.

Resenf: a) Viastnf efsla: Ay =2, Ajy =4 +20.
b) Pro vlastnf efslo Ay = 2 jsou vlastn{ vektory uw = (9, —5¢, &)F, t e R, v £0.

(@ [10 bodi] Je ddna autonomni soustava nelinedmich diferencidlnieh rovnie:
t=2(z+2), §=2 -y
a) Ukazte, 2e kazdfm bodem fézové roviny prochdzl prave jedna fSzov& trajcktorie této sou- ]
stavy.
b) Ureete body rovnovdhy dané soustavy.

¢) Ureete rovnici fdzovych trajektorif.
Urcete rovnici fdzové trajektorie, kteri prochdzf bodem M =3,1]. ‘I\«S
Resenf: a) Jacobiova matice J(z,y) = (;i‘ 2(i,,;2)) je spojitd v Ea.
b) Body rovnovéhy: [0,0], [-2,2], [-2,-2].

¢) Rovniee fdzovyeh trajekvoril: 2z 4 2y? — f +C=0
3 O—c

Rovnice fézové trajektorie, kerd prochdzf dangm bodem: y?r 4 2% — % +4=0

’
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zkouskach: aplné zadani zkuSeb
a u otazek

1.1. Informace o pisemnych pf¥ijimacich :
¢ prikladi, které jsou soutasti piijimaci zkousky nebo jeji dasti,
s vybérem odpovédi, resp. spriavné FeSeni:

Aplikovand matematika

Fakulta strojnf, CVUT v Praze
Prijimac{ zkousky do navazujfefho magisterského studia (2016)
Aplikovand matematika

a) Urecte definienf obor D(f). Napiste rovniei teeny
1o = 4. Pomocf rovuice tecny urécte priblizne hodnotu f (x) pro = = 9/2 {ve tvaru zlomku).
Zditvodnete existenci absolutnfch extrémi dané funkee f na intervalu (0,4) a absolutnf

b) .
extrémy uréete (tj. urcete jejich polohu a hodnotu}.

Resenf: a) D(f) = {0, o0), tetnaiy= %x —10, f(9/2)= -13/4.
nterwlu, kter§ je omezeny a uzavreny.

[10 bodii] Je ddna funkee f(z)=(z — 6)y/T.
ke grafu této funkee v bode [z, f(zo)]. Jo-li \/

b) Zadani fee je spojitd na daném i
max f = f(0) =0, minf=f(2)=—4-v2

@ [10 bodii] Je déna nchomogennf diferencidlnf rovnice & 4 3% + 2z = 5%, (™)
a) Urcete fundamentdlnf systém resen! & napiste obeend teseni prislunsné homogenn{ rovnice m

F33t+2r=0.
b) Uzit{fm metody odhadn navrhnete tvar partikul&rnfho resenf dané nehomogennf rovanice (N).

Partikuldrn{ resenf urcete. Napiste obeené resenf rovniee (N).
¢) Ureete maximéln{ resenf rovnice (N) pro poedteeni podminky
z(0) = 5, #(0) = —15 (Cauchyova filoha).
Resenf: a) Fundamentalnf systém: {1 (t) = e 2 @(t) =0 ).
Obeené tesenf homogenni rovnice: o(f) = cre™ +eze™, t € (—00,+00).
b) Partikuldrn{ resenf: Tvar: Tp(t) = Ac ¥t 1 (t) = —5to .
Obecné resenf nehomogenni roviice: z(t) = e,e™* 4 o507 -5 te 2 t € (—o0,400).

¢) Resenf Cayehyovy dlohy: z(t) = 5¢™™ — 5te ™, t € (—o0, +0).

" [10 bodii] Je déna autonomnf soustava nelinefrnich diferencidinich rovnie:

F=22+9° §=-2z(y+1)

a) Ukazte, ze kazdfm bodem fizové roviny prochdzf prdve jedna fizovd trajektorie této sou- ‘I\—S
Stavy.

b) Ureete hody rovnovihy dané soustavy. (E 2

¢) Ureete rovnici fizovfch trajektorif.
Speciflng ureete rovniei fAzové trajektorie, kterd prochde{ bodem M =[-2,3].

°
L4

_ _ _ 2
Resent: a) Jacobiova matico J(z,y) = (_2{;:‘_ ) Eir) je spojitd v Ea.

b) Body rovnovihy: [0,0], [1,-1], [-1,-1].
¢) Rovnice fizovyeh trajoktorif: 22 (y + 1) + ¥ +C=0

Rovnice fzové trajektorie, kterd prochdzf danym bodem: 22 (y + 1) +
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Matematika
Fakulta strojnf, CVUT v Praze
Prijimaci zkousky do navazujicfho magisterského studia (2013)
Aplikovana matematika

2

1
@ [10 bodd] Je ddna funkce f(z)= In(z+1) — 3 .
a) Napiste rovnici tecny ke grafu této funkce v bodé [zo, f(zo)], je-li zo =0

(x) stupné 2 o stfedu To = 0 zadané funkce f. Pomoc{ T2 (z) urcete /

/3 (ve tvaru zlomku ).
ého vypoctu hodnoty f(1/3) z dlohy b). Vysledek

b) Napiste Tayloriv polynom T2
pfiblizné hodnotu f(z) pro z =1

c) Napiste Lagrangeiv tvar zbytku R3(z)-
Pomoci R3(1/3) odhadnéte velikost chyby pfiblizn

uved'te ve tvaru zlomku.

Reseni: a) tetna: y = .

©olw

b) Ta(z) =z — 2%, f(1/3) =
¢) Ra(z) = 3(€+1)3x3, ¢ lesi mezi 7o a 7, |Ra(1/3)] < 1/81.

[10 bodii]
a) Je déna homogenn! diferencidlni rovnice £ + & — 6z = 0.
Uréete fundamentéln{ systém FeSeni a napiSte gbecné fese ni této rovnice.
0, #(0) = 5. a*'\ '5

Urdete maximalni feSeni Cauchyovy tlohy pro pocdtecni podminky z(0) =
b) Uzitim metody odhadu uréete partikuldrnf fedeni nehomogenni rovnice
# + & — 6z = 10e?. Napiste obecné feseni této rovnice.

Reseni: a) Fundamentaln{ systém: {i1(t) = e2t, po(t) = e73}.
Obecné feseni: z(t) = c1e* +c2 e 3 t e (—oo, +oo)

Resenf Caychyovy tlohy: z(t) = * — e3¢, t € (—00,+00)

b) Partikuldrni feSeni: zp(t) = 2te*.

Obecné fedent: z(t) =c1€* + cpe3t +2te, t € (—00,+00)

3. [10 bodi]
a) Nacrtnéte plochu @ (Cdst paraboloidu):
Q={[z,y,'z]€E3;z=4—z2-—y2,z20}. n
Navrhnéte parametrizaci a napiste vektor kolmy k plose Q. L
Vypotitejte tok vektorového pole f = (z,y,0) plochou Q orientovanou normélovym vektorem,
ktery svird s kladnym smérem osy z ostry thel, tj. vypocitejte plosny integral f fQ f - dp.
b) Vypoditejte tok tohoto vektorového pole f plochou o, ktera je vné orientovanym povrchem télesa
M= {[z,y,2z] €E3; 0<z< 4~ z? —y?}. K vypottu lze pouzit Gaussovu-Ostrogradského vétu.

Reeni: a) Vyjédienf plochy: z=4—2?—y?[z,y] € B, kde B = {[z,y]: 22 +y2 < 4}.

Tok = [ f5 (22% + 2%) dzdy = 16m.

b) Tok=/// div?dmdydz=/// 2dedydz = 16
M M
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Matematika

Fakulta strojui. CVU'T v Praze
Piijimaci zkousky do navazujiciho magisterského studia (2014)

Aplikovand matematika

@ (10 bodu] Je ddna funkce f(r) =« A= _

a) Napiste rovnici teény ke grafu této funkee v bodé [ro. f(ro)], jo-li 0o = 2.

b) Napigte Taylortiv polynom 7% (r) stupné 2 o stiedu rg = 2 zadané funkee f. Pomoci T,(x) urcete 3
piiblizné hodnotu f(r) pro 2 = 5/3 (ve tvaru zlomku ).

¢) Napiste Lagrangenv tvar zbytkn Rg(x).
Pomoci R3(5/3) odhadnéte velikost chyby piiblizného vypoctu hodnoty f(5/3) z tdlohy b). Vysledek

uved te ve tvaru zlomkn.

Reseni: a) tecna: y = 2r — 5.
0 7 4
t r)=-1+4 -2 T —9)? 5/3) = ——. 1/
) Ta(a) 1+ 2(z _)+2(.1 2)%, [(5/3) - " 8/ #
, 9 3e6 g , i . AN XA
c) By(r) = 5 € (= 2)°, € lezi mezi g a T, [I23(5/3)] < 1/G. /
2 4 <
¥
2. [10 bodu]
Naértucte kiivku € = {[a,y] € Ey: a2 +y* = 9}. Vyznaéte na ni kladuou orientaci.
a) Napiste tvrzeni Greenovy véty. ' ;
Pomoei tolioto vztahn vypoéitejte cirkulaci vektorového pole f = (x —2y, x) po dané orientované
° Q n
P

kiivee C ( tj. kiivkovy integrdl f - ds).
¢
b) Tento kiivkovy integrdl vypoéitejte pifmym vypoétem, tj. pomoci parametrizace dané kfivky C.

. = = = oV U
Reseni: a) Pro f = (U, V) je% [ ds= // (f— - —) dzdy = // 3 drdy =277.
c e \dx  dy Inic \%

= 3 cost. y = 3sint, t € (0, 2m) je dand kiivka orientovana souhlasne
5.

b) Pri parametrizaci

s touto parametrizaci.
L 2m
h - ds = (3 cost — G sint, 3cost) - (=3 sint, 3 cost)dl = 4
(&) 0
27 = A __’S g
= / (-9 sint cost + 18 sin” { + Y cos” t) dt = 27m. -2
Jo .
X
s

[10 Lodn]
a) Je ddna homogenni diferencialni rovnice & + 2& — 3z = 0.
Uréote fundamentalni systém Feseni a napiste obecné feseni této rovnice.
eseni Canchyovy ilohy pro potatecni podminky 2(0) =6, #(0) =0

j?‘
N

Uréete maximalni 1
b) Uzitim 1etody odhadu urtete partikuldrni FeSen{ nehomogenni rovnice

4+ 24 — 32 = 153, Napiste obeené feSeni této rovnice.

Regeni: a) Fundamentalni systém: {e1(t) = of, po(t) = ™}

Obecné feseni homogenni rovnice: x(t)=cret+ca e, 1 € (—oo,+00).
- 9 3 .

Regeni Caychyovy dlohy: z(1) = . ol + = ¥ 1€ (—o0,+00).

15

b) Partikuldrni feseni: xp(1) J fe 3,

. 15 .
s _ et e (=00, +00).

Obeené feseni nehomogenni rovnice: (l) = ¢ el +epe”

A
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